
Równania ró»niczkowe

Pomoc dydaktyczna 3

De�nicja 1. Funkcj¦ y = y(x) nazywamy wypukª¡ (wypukª¡ w dóª) w przedziale (a, b), gdy
wykres y le»y ponad wykresem stycznej dla ka»dego x ∈ (a, b). Funkcj¦ y = y(x) nazywamy
wkl¦sª¡ (wypukª¡ w gór¦) w przedziale (a, b), je±li wykres y le»y pod wykresem stycznej dla
ka»dego punktu x ∈ (a, b).

Je±li funkcja y jest dwukrotnie ró»niczkowalna na (a, b), to aby byªa ona wypukªa ku
doªowi (odpowiednio wypukªa ku górze) w przedziale (a, b), wystarczy »eby jej druga pochodna
w tym przedziale byªa nieujemna (odpowiednio niedodatnia).

funkcja wypukªa w dóª funkcja wypukªa w gór¦

y′′ ≥ 0 y′′ ≤ 0

De�nicja 2. Je»eli z jednej strony punktu x0 ∈ (a, b) funkcja y jest wypukªa za± z drugiej
wkl¦sªa, to x0 nazywamy punktem przegi¦cia.

Je±li funkcja y jest dwukrotnie ró»niczkowalna w otoczeniu x0, to x0 jest punktem przegi¦cia
wtedy i tylko wtedy, gdy druga pochodna y′′ zmienia w tym punkcie znak, to znaczy jej
warto±¢ jest ujemna z lewej strony x0 i dodatnia z prawej, lub na odwrót. Oczywi±cie oznacza
to, »e je±li x0 jest punktem przegi¦cia, to y′′(x0) = 0.

punkt przegi¦cia

y′′(x0 − ε) < 0, y′′(x0 + ε) > 0


